Antes de mais nada. ..

@ Uma versao anterior deste conjunto de slides foi
MC448 — Analise de Algoritmos | preparada por Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes
da Silva para uma instancia anterior desta disciplina.

@ O que vocés tem em maos & uma versao modificada
Cid Carvalho de Souza Candida Nunes da Silva preparada para atender a meus gostos.

Orlando Lee

@ Nunca é demais enfatizar que o material € apenas um guia
e ndo deve ser usado como Unica fonte de estudo. Para
isso consultem a bibliografia (em especial o CLR ou

17 de agosto de 2009 CLRS)
Orlando Lee
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@ Varias pessoas contribuiram direta ou indiretamente com

a preparacao deste material. O nome da disciplina & Analise de Algoritmos.
@ Algumas destas pessoas cederam gentilmente seus O que é entdo um algoritmo?
arquivos digitais enquanto outras cederam gentilmente o
seu tempo fazendo corre¢des e dando sugestdes. Informalmente, um algoritmo & um procedimento

@ Uma lista destes “colaboradores” (em ordem alfabética) & computacional bem definido que:

dada abaixo: @ recebe um conjunto de valores como entrada e
@ Célia Picinin de Mello @ produz um conjunto de valores como saida.
° éolse SOT_IhO de Pina Um algoritmo €& uma ferramenta para resolver um determinado
o orianco Lo problema computacional. A descricdo do problema define a
@ Paulo Feofiloff = - ) ¢
o Pedro Rezende relacdo que deve existir entre a entrada e a saida do algoritmo.
@ Ricardo Dahab
@ Zanoni Dias
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Exemplo: Problema da Ordenacao Instédncia de um problema

Problema: rearranjar um vetor A[1...n] em ordem crescente. Dizemos que o vetor
Entrada: 1 n
1 n 133]55]33[44|33]22[11]99]22]55]77]

133[55[33|44|33|22|11]99]22]55]77]

€ uma instancia do problema de ordenacéo.

Saida:
Em geral, uma instancia de um problema é um conjunto de
1 n valores que serve de entrada para o problema (respeitando as
‘ 11 ‘ 22 ‘ 22 ‘ 33 ‘ 33 ‘ 33 ‘ 44 ‘ 55 ‘ 55 ‘ 77 ‘ 99 ‘ restricdes impostas na descricdo deste).
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MC448 - Analise de Algoritmos A importancia dos algoritmos para a computacao

o O uso/desenvolvimento de algoritmos “eficientes” é desejavel
O que veremos nesta disciplina? em Varios contextos:

@ projetos de genoma de seres vivos
rede mundial de computadores
sistemas de informacdo geografica

@ Como estimar a quantidade de recursos (tempo,
memoria) que um algoritmo consome/gasta = analise de
complexidade

°
°

@ Como provar a “corretude” de um algoritmo @ comeércio eletronico
@ planejamento da producéo de indUstrias
°
°

logistica de distribuicdo

@ Como projetar algoritmos eficientes (= rapidos) para
varios problemas computacionais
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Algoritmos e tecnologia Algoritmos e tecnologia

Exemplo: ordena¢ o de um vetor de n elementos
@ O avanco da tecnologia permite a constru¢édo de maquinas

cada vez mais rapidas. Isto possibilita que um algoritmo
para determinado problema possa ser executado mais
rapidamente.

@ Suponha que os computadores A e B executam
1G e 10M instrucdes por segundo, respectivamente.
Ou seja, A € 100 vezes mais r apido que B.

@ Paralelamente a isto, ha o projeto/desenvolvimento de @ Algoritmo 1: implementado em A por um excelente
algoritmos “intrinsecamente mais eficientes” para programador em linguagem de maquina (ultra-rapida).
determinado problema. Isto leva em conta apenas as Executa 2n? instrucdes.
caracteristicas inerentes ao problema, desconsiderando
detalhes de software/hardware. @ Algoritmo 2: implementado na maquina B por um

programador mediano em linguagem de alto nivel
dispondo de um compilador “meia-boca”.
Executa 50n log, n instrugées.

@ Vamos “comparar” estes dois aspectos através de um
exemplo.

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MC448 — Analise de Algoritmos Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MC448 — Analise de Algoritmos

Algoritmos e tecnologia Algoritmos e tecnologia

@ O gue acontece quando ordenamos um vetor de um
milhdo de elementos? Qual algoritmo €& mais r apido?

@ O uso de um algoritmo em lugar de outro pode levar a
ganhos extraordinarios de desempenho.

@ Isso pode ser tdo importante quanto o projeto de
hardware.

@ A melhoria obtida pode ser tao significativa que nao
poderia ser obtida simplesmente com o avanco da
tecnologia.

@ Algoritmo 1 na maquina A:

2.(10%2 instrucbes
10° instrugdes/segundo 2000 segundos

@ Algoritmo 2 na maquina B:
50.(10° log 108) instrucdes
107 instrucdes/segundo

@ Ou seja, B foi VINTE VEZES mais rapido do que Al

~ 100 segundos

@ Se o vetor tiver 10 milhdes de elementos, esta razao sera
de 2.3 dias para 20 minutos!
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Complexidade de algoritmos Exemplo: Problema da Ordenacéao

) . o Problema: ordenar um vetor em ordem crescente
@ Queremos projetar/desenvolver algoritmos eficientes

(rapidos). Entrada: um vetor A[1...n]

¢ Mas 0 que seria uma boa medida de eficiéncia de um Saida: vetor A[1...n] rearranjado em ordem crescente
algoritmo?

@ Nao estamos interessados em quem programou, em que Vamos comecar analisando o algoritmo de ordenagéo baseado
linguagem foi escrito e nem qual a maquina foi usada! no método de insercdo (Insertion sort).

@ Queremos um critério uniforme para comparar algoritmos. Isto nos permitira destacar alguns dos aspectos mais

importantes no estudo de algoritmos para esta disciplina.
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insergao em um veto ordenado
1 chave = 38 o N
1 j n |20]25]35]40]44|55|38|99|10]65]50]
12025354044 55|33 99]10]65]50]
1 i j n
@ O subvetor A[1...j — 1] esta ordenado. ’ 20 ‘ 25 ‘ 35 ‘ 40 ‘ 44 ‘ ‘ 55 ‘ 99 ‘ 10 ‘ 65 ‘ 50 ‘
® Queremos inserir a chave = 38 = Afj]em A[1...j — 1] de _ .
modo que no final tenhamos: 1 ' | n
1 j n |20 |25]35[40| [44[55|99]10]65]50]
120]25]35]|38|40|44|55]99|10]65]50] L i J. .
|20]25[35] |40|44|55]99]10]65]50]
@ Agora A[l...]] esta ordenado. X _ .
i j n

120 25]35[38|40]44[55|99]10]65]50]
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Ordenacao por insergcéo Ordenacao por insergcéo

chave 1 j n
99 |20|25[35]38|40]44[55[99]10]65]50]

chave 1 j n
99 |20|25[35]38|40]44[55[99]10]65]50]

Chlaove]210\25\35\38\40\44\55\99\1jo\65\5n0\ Ch6azsve]110\20\25\35\38\40\44\55\99\65j5\5no\
Chlac;le]110\20\25\35\38\40\44\55\9jg\65\5no\ Ch;\/e]110\20\25\35\38\40\44\55\65\;9\;0\
chave 1 j

50 |10|20]25]35|38]40]4455]65]99]50]

chave 1 j
50 |10|20]25]35]|38]40]44|50]|55]65]99 |
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Descricao um algoritmo Ordena-Por-Insercao

Podemos formalizar o algoritmo ORDENA-POR-INSERCAO de
varias formas:

Pseudo-c 6digo

@ usando uma linguagem de programacéo de alto nivel: C,

Pascal , Java etc ORDENA-POR-INSERCAO(A, n)
@ implementando-o em linguagem de maquina diretamente 1 paraj— 2atenfaca

executavel em hardware 2 chave — A_U] _

R 3 > Insere A[j] no subvetor ordenado A[1..j — 1]

@ em portugués 4 o1
@ em um pseudo-codigo de alto nivel, como no livro do 5 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca

CLRS 6 Ali + 1] — A[i]

. - : 7 i—i—1
Usaremos essencialmente as duas Ultimas alternativas nesta 8 Ali + 1] — chave

disciplina.
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Analise do algoritmo O algoritmo para

ORDENA-POR-INSERGAO(A, n)
1 paraj+« 2aténfaca

s H H 7 ’ . .
O que € importante analisar/considerar? i—j-1

4
5 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca
@ Corretude do algoritmo: é preciso mostrar que para toda 6 .
instancia do problema, o algoritmo para e devolve uma 7 i—i—-1
resposta correta. 8 e
@ Complexidade de tempo do algoritmo: quantas intrucdes No lagco enquanto na linha 5 o valor de i diminui a cada
sdo necessarias no pior caso para ordenar 0s n iteracdo e o valor inicial €i =) — 1 > 1. Logo, a sua execucao
elementos? para em algum momento por causa do teste condicional i > 1.

O laco na linha 1 evidentemente para (o contador j atingira o
valor n + 1 ap6s n — 1 iteracdes).

Portanto, o algoritmo para.
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Ordena-Por-Insercao Invariantes de laco e provas de corretude

ORDENA-POR-INSERGCAO(A, n)

1 paraj+«< 2aténfaca @ Definicdo: um invariante de um lago &€ uma propriedade

2 chave «— A[j] que relaciona as variaveis do algoritmo a cada execucéo
3 > Insere A[j] no subvetor ordenado A[1..j — 1] completa do laco.

4 P—j-1 _ @ Ele deve ser escolhido de modo que, ao término do laco,
5 enquanto i > 1 e Afi] > chave faga tenha-se uma propriedade Gtil para mostrar a corretude do
6 All +1] — Ali] algoritmo.

! Ll 1 @ A prova de corretude de um algoritmo requer que sejam

8 Ali + 1] < chave

encontrados e provados invariantes dos varios lagos que o
compdem.

@ Em geral, & mais dificil descobrir um invariante apropriado
do que mostrar sua validade se ele for dado de bandeja. . .

O que falta fazer?
@ Verificar se ele produz uma resposta correta.
@ Analisar sua complexidade de tempo.
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Exemplo de invariante Corretude de algoritmos por invariantes

ORDENA-POR-INSERGAO(A, n)

1 paraj < 2 atén faca A estratégia “tipica” para mostrar a corretude de um algoritmo
2 chave «— A[j] iterativo através de invariantes segue os seguintes passos:

3 > Insere A[j] no subvetor ordenado A[1..j — 1] © Mostre que o invariante vale no inicio da primeira iteracéo
4 i—j—1 (trivial, em geral)

5 enquanto i >1 e A[i] > chave faca @ Suponha que o invariante no inicio de uma

6 Ali +1] — Ali] e prove que ele no inicio da

! Pei-1 © Conclua que se o algoritmo para e o invariante vale no

8 Afi + 1] < chave

inicio da Ultima iteracao, entao o algoritmo é correto.

Note que (1) e (2) implicam que o invariante vale no inicio
de qualquer iteracao do algoritmo. Isto & similar ao método
de indugdo matematica ou indugéo finita!

Invariante principal de ORDENA-POR-INSERCAO: (i1)

No comeco de cada iteracdo do laco para das linha 1-8, o
subvetor A[1...j — 1] esta ordenado.
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Corretude da ordenacgao por insercao Melhorando a argumentacéao
Vamos verificar a corretude do algoritmo de ordenacéo por ORDENA-POR-INSERCAO(A, n)

insercao usando a técnica de prova por invariantes de lacos para j < 2 até n faca
chave — A[j]

> Insere A[j] no subvetor ordenado A[1...j — 1]

1

: — : 2

Invariante principal: (i1) 3
No comeco de cada iteracéo do lago para das linhas 1-8, o 4 i—j—1

5

6

7

8

subvetor A[1...j — 1] esta ordenado. enquanto i > 1 e A[i] > chave faca
Ali + 1] — A[i]
i—i—1

Afi + 1] « chave

1 j n
120] 2535|4044 55|33 |99]10]65]50]

Um invariante mais preciso: (il1’)

@ Suponha que o invariante vale. . - =
~ ) L ) N No comeco de cada iteragéo do lago para das linhas 1-8, o
@ Entdo a corretude do algoritmo & “evidente”. Por qu &? subvetor A[1...j — 1] € uma permutagéo ordenada do subvetor
@ No inicio da Gltima iteracéo temos j= n + 1. Assim, do original A[1...j — 1].
invariante segue que o (sub)vetor A[1...n] esta ordenado!
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Esboco da demonsiragao de (1)

No inicio da linha 5 valem os seguintes invariantes:
© Validade na primeira iteragdo: neste caso, temosj =2 e 0
invariante simplesmente afirma que A[1...1] esta
ordenado, o que € evidente.

(i2) A[Ll...i]eAfi+2...j] contém os elementos de A[1...j]
antes de entrar no laco que comeca na linha 5.

© Validade de uma iteragdo para a seguinte: segue da (f3) AlL... f] © A['_+ 2. ']_] SAo crescentes.
discusséo anterior. O algoritmo empurra os elementos (i4) AlL.. i <Afi+2...j]
maiores que a chave para seus lugares corretos e ela é (i5) Ali+2...j] > chave.

colocada no espaco vazio.

Uma demonstracdo mais formal deste fato exige

invariantes auxiliares para o laco interno enquanto . Invariantes (i2) a (i5) _ o '
—+condicdo de parada na linha5 ; — invariante (i1’)

~atribuicdo da linha 7

© Corretude do algoritmo: na ultima iteragdo, temos
j=n+1elogo A[l...n] esta ordenado com os
do vetor. Portanto, o algoritmo é correto.

Demonstracao? Mesma que antes.
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Complexidade do algoritmo Vamos contar ?
ORDENA-POR-INSERCAO(A, n) Custo # execucdes
_ . 1 para j « 2 até n faga C1 ?

@ Vamos tentar determinar o tempo de execucéo (ou 2 chave — A[j] o "
complexidade de tempo) de ORDENA-POR-INSERGCAO em 3 >lnsere AfjemA[l...j — 1] 0 "
funcédo do tamanho de entrada. 4 i—j-1 Cs 2

@ Para o Problema de Ordenagéo definimos como tamanho 5 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca Cs ?
de entrada a nimero de elementos do vetor. 6 Ali + 1] — A[i] Co 2

@ A complexidade de tempo de um algoritmo & o nimero de 7 Pe—i—1 C7 ?
instrucOes basicas (operacdes elementares ou primitivas) 8 Ali + 1] < chave Cs ?

gue executa a partir de uma entrada. .
O valor ¢ representa o custo (tempo) de cada execucéo da

@ Exemplo: comparacdao e atribuicdo entre nimeros ou linha k

variaveis numéricas, operagdes aritméticas, etc.
Denote por t; 0 nimero de vezes que o teste no lago
enquanto na linha 5 é feito para aquele valor de j.
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Vamos contar ? Tempo de execucéo total

ORDENA-POR-INSERCAO(A, n) Custo Vezes
; pareh1 J =2 it? n faca €1 n 1 Logo, o tempo total de execucdo T (n) de Ordena-Por-Inser¢ao
chave « .“] . C2 n-— € a soma dos tempos de execucdo de cada uma das linhas do
3 rInsere AfjlemA[l...j —1] 0 n-1 algoritmo, ou seja:
4 i—j-1 Ca n—-1 '
5 enquanto i >1 eA[i] > chave fagca Cs ZJ-”ZZ t; T(n) = cin+ce(n—1)+cqg(n—1)+cs Zj”:z t
. : i
6 Ali +1] — Ali] Co Zjn:Z(tj -1 +Ce ot — 1) +cr X, — 1)
7 i—i—1 ¢z Xjo(ti—1) +cg(n —1)
8 Ali +1] « chave Cs n-1

Como se vé, entradas de tamanho igual (i.e., mesmo valor de
n), podem apresentar tempos de execucao diferentes ja que o
valor de T (n) depende dos valores dos t;.

O valor ¢ representa o custo (tempo) de cada execucédo da
linha k.

Denote por t; 0 nimero de vezes que o teste no lago
enquanto na linha 5 é feito para agquele valor de j.
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Melhor caso Pior Caso
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O melhor caso de Ordena-Por-Insercéo ocorre quando o vetor

A j4 estd ordenado. Paraj = 2,...,n temos A[i] < chave na
linha 5 quandoi =j — 1. Assim, t; = L paraj=2,...,n.

Logo,

T(n) = cn+cy(n—1)+ca(n—1)+cs(n—1)+cg(n—1)

= (Ci1+C2+Cq+C5+Cg)n—(Cp+Cq+Cs5+Cg)

Este tempo de execugdo é da forma an + b para constantes a
e b que dependem apenas dos ¢;.

Portanto, no melhor caso , o tempo de execucdo & uma
fung &o linear no tamanho da entrada .
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Quando o vetor A estad em ordem decrescente, ocorre 0 pior
caso para Ordena-Por-Insercdo. Para inserir a chave em
AJl...j — 1], temos que compara-la com todos os elementos

neste subvetor. Assim, tj =j paraj =2,...,n.
Lembre-se que:
n
. 1
= nn+1) 1
2

j=2

n

. ~n(n-1)
di-1=—%—

j=2
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Pior caso — continuacao

Temos entédo que

+Cs (n(nz—1)> +c7 (n(nz—1)> +cg(n—1)

C C C C C C
= (55+§6+57)n2+(cl+02+c4+—5——6——7+cg)n

—(C2 +C4 +Cs5 +Cg)

T(n) = can+ca(n — 1) + c4(n — 1)+05<

O tempo de execugdo no pior caso é da forma an? + bn + ¢
onde a, b, ¢c sdo constantes que dependem apenas dos c;.

Portanto, no pior caso , o tempo de execugdo & uma fung o
guadr atica no tamanho da entrada .
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Analise assintotica de funcdes quadraticas

Considere a funco quadratica 3n? + 10n + 50:

n | 3n%? +10n + 50 3n?

64 12978 12288
128 50482 49152
512 791602 786432
1024 3156018 3145728
2048 12603442 12582912
4096 50372658 50331648
8192 201408562 201326592
16384 805470258 805306368
32768 3221553202 | 3221225472

Como se V&, 3n? é o termo dominante quando n & grande.

De um modo geral, podemos nos concentrar nos termos
dominantes e esquecer os demais.
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Complexidade assintética de algoritmos

@ Na maior parte desta disciplina, consideraremos a anélise
de pior caso e o comportamento assint 6tico de um
algoritmo (instancias de ).

@ O algoritmo ORDENA-POR-INSERCAO tem como
complexidade (de pior caso) uma funcao quadratica
an? +bn + ¢, onde a, b, ¢ sdo constantes absolutas que
dependem apenas dos custos ¢;.

@ O estudo assintotico nos permite “jogar para debaixo do
tapete” os valores destas constantes, i.e., aquilo que
independe do tamanho da entrada (neste caso os valores
de a, b ec).

@ Por que podemos fazer isso ?
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Notacao assintotica

@ Usando notagao assintotica, dizemos que o algoritmo
Ordena-Por-Insercdo tem complexidade de tempo de pior
caso ©(n?).

@ Isto quer dizer duas coisas:

@ a complexidade de tempo é limitada (superiormente)
assintoticamente por algum polindmio da forma an? para
alguma constante a,

@ para todo n suficientemente grande, existe alguma
instancia de tamanho n que consome tempo pelo menos
dn?, para alguma contante positiva d.

@ Mais adiante no curso discutiremos em detalhes o uso da
notacao assintotica em analise de algoritmos.
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Tamanho da entrada Modelo Computacional

@ O tempo gasto por um algoritmo de ordenacédo depende Quando analisamos o algoritmo ORDENA-POR-INSERGAO,
da entrada: orde}nar 1000 nameros & mais demorado do implicitamente fizemos algumas hipoteses sobre o
que ordenar 3 niameros. funcionamento do algoritmo:

@ Em geral, o tempo gasto por um algoritmo € maior quanto
maior for o tamanho da entrada. A idéia entéo é
medir/estimar o tempo gasto pelo algoritmo em funcao do
tamanho da entrada. @ permite acesso direto a memoria

@ uma comparacao leva tempo constante
@ uma operagao aritmética leva tempo constante

@ A nocéo exata de tamanho da entrada depende do @ controle de fluxo de lagos/teste leva tempo constante
problema em consideracédo. No caso do Problema de
Ordenacao é simplemente o nimero de elementos da
segliéncia de entrada.

Formalmente, o que fizemos foi analisar o comportamento do
algoritmo dentro de um modelo computacional.
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Modelo Computacional WEGIERRIAY

Salvo mencionado o contrario, usaremos o Modelo Abstrato
@ O modelo computacional estabelece quais 0s recursos RAM (Random Access Machine):
disponiveis, as instrucdes basicas e quanto elas custam
(= tempo).
@ Dentre desse modelo, tentamos estimar através de uma
analise matematica o tempo que um algoritmo gasta em
funcédo do tamanho da entrada

@ 0 modelo RAM “simula” uma maquina de verdade
@ permite acesso direto a memoria

@ possui um Unico processador que executa instrucdes
sequencialmente

(= analise de complexidade). @ tipos béasicos sdo nimeros inteiros e reais
@ A analise de complexidade depende sempre do modelo @ h& um limite no tamanho de cada palavra de memoria: se
computacional adotado. a entrada tem “tamanho” n, entédo cada inteiro/real é

representado por c logn bits onde ¢ > 1 € uma constante
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Maquinas RAM Medida de complexidade de algoritmos

@ A complexidade de tempo (= eficiéncia) de um algoritmo é
@ executa operacdes aritméticas (soma, subtracao, 0 nUmero de instrugdes basicas que ele executa em
multiplicacao, divisao, piso, teto), comparacgdes, funcéo do tamanho da entrada.

movimentacdo de dados de tipo basico e fluxo de controle @ Adotamos uma “atitude pessimista” e em geral fazemos
(teste if/else, chamada e retorno de rotinas) em tempo uma analise de pior caso.

constante , Determinamos o tempo maximo necessario para resolver
@ o0 tempo de execucao de certas operacdes caem em uma uma instancia de um certo tamanho.

zona cinza , por exemplo, exponenciagao, @ Além disso, a analise concentra-se no comportamento do

@ veja maiores detalhes do modelo RAM no CLRS. algoritmo para entradas de tamanho GRANDE = analise
assintotica.
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Medida de eficiéncia de algoritmos Vantagens do método de analise proposto

@ Um algoritmo é chamado eficiente se a funcdo que mede @ O modelo RAM é robusto e permite prever o
sua complexidade de tempo é limitada por um polin 6mio comportamento de um algoritmo para instancias
no tamanho da entrada. GRANDES.
Por exemplo: n, 3n — 7, nlogn, 4n?, 143n? — 4n + 2, n°. @ O modelo permite comparar algoritmos que resolvem um
@ Mas por que polinémios? mesmo problema.
Resposta padrao: (polindmios sao funcdes bem @ A andlise é mais robustas em relagéo as evolucdes
“comportadas”). tecnologicas .
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Desvantagens do método de analise proposto

@ Fornece um limite de complexidade pessimista sempre
considerando o pior caso.

@ Em uma aplicacéo real, nem todas as instancias ocorrem
com a mesma frequéncia e & possivel que as “instancias
ruins” ocorram raramente.

@ Nao fornece nenhuma informagéao sobre o comportamento
do algoritmo no caso médio.
@ A analise de complexidade de algoritmos no caso médio é

bastante dificil, principalmente, porque muitas vezes nao é
claro o que € o “caso médio”.
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