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Arvore Geradora Minima Arvore Geradora Minima

@ Suponha que queremos resolver o seguinte problema:
dado um conjunto de computadores, onde cada par de
computadores pode ser ligado usando uma quantidade de
fibra 6tica, encontrar uma rede interconectando-os que
use a menor quantidade de fibra 6tica possivel.

@ Nessa modelagem, o problema que queremos resolver é
encontrar um subgrafo gerador (que contém todos os
vértices do grafo original), conexo (para garantir a
interligacdo de todas as cidades) e cuja soma dos custos
de suas arestas seja a menor possivel.

@ Obviamente, o problema s6 tem solugédo se o grafo for

@ Este problema pode ser modelado por um problema em )
conexo. Daqui pra frente vamos supor que o grafo de

grafos nao orientados ponderados onde os vértices

representam os computadores, as arestas representam as entrada & conexo.

conexdes que podem ser construidas e o peso/custo de @ Além disso, o sugrafo gerador procurado é sempre uma
uma aresta representa a quantidade de fibra 6tica arvore (supondo que 0s pesos sao positivos).
necessaria.
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Arvore Geradora Minima Exemplo

Problema da Arvore Geradora Minima

Entrada: grafo conexo G = (V, E) com pesos w(u, V) para
cada aresta (u, V).

Saida: subgrafo gerador conexo T de G cujo peso total

w(T) = Z w(u,Vv)

(u,v)eT

seja 0 menor possivel.
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Arvore Geradora Minima Algoritmo genérico

@ A estratégia gulosa usada baseia-se em um algoritmo

. . genérico que constréi uma AGM incrementalmente.
@ Veremos dois algoritmos para resolver o problema:

@ O algoritmo mantém um conjunto de arestas A que

e algoritmo de Prim satisfaz o seguinte invariante:

@ algoritmo de Kruskal

) o . No inicio de cada iteracdo, A esti contido em uma AGM.
@ Ambos algoritmos usam estratégia gulosa. Eles sédo

exemplos classicos de algoritmos gulosos. @ Em cada iterac@o, determina-se uma aresta (u,v) tal que
A =AU {(u,v)} também satisfaz o invariante.

Uma tal aresta € chamada aresta segura (para A).
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Algoritmo genérico Como encontrar arestas seguras

AGM-GENERICO(G, W) Considere um grafo G = (V,E) e sejaS C V.

1 A<D Denote por §(S) o conjunto de arestas de G com um extremo
2 enquanto A naoé umaarvore geradora em S e outro em V — S. Dizemos que um tal conjunto é um
3 Encontre uma aresta, v) segura paré corte.

4 A—AU{(u,v)}

5 devolva A

Obviamente o “algoritmo” esta correto!

Note que nas linhas 2—4 A esta propriamente contido em uma
AGM, digamos T. Logo, existe uma aresta segura (u,v) em
T-A

Naturalmente, para que isso seja um algoritmo de verdade, é

- g Um corte §(S) respeita um conjunto A de arestas se nao
preciso especificar como encontrar uma aresta segura. (S) resp I

contém nenhuma aresta de A.
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Como encontrar arestas seguras Como encontrar arestas seguras

Uma aresta de um corte §(S) € leve se tem 0 menor peso entre
as arestas do corte.

Teorema 23.1: (CLRS)

Corol ario 23.2 (CLRS)

Seja G um grafo com pesos nas arestas dado por w. Seja A
um subconjunto de arestas contido em uma AGM. Seja 4(S)
um corte que respeita A e (u,Vv) uma aresta leve desse corte.
Entéo (u,Vv) é uma aresta segura .

Seja G um grafo com pesos nas arestas dado por w. Seja A

um subconjunto de arestas contido em uma AGM. Seja C um
componente (arvore) de G = (V,A). Se (u,Vv) & uma aresta
leve de §(C), entdo (u,Vv) é segura para A.

Os algoritmos de Prim e Kruskal sdo especializa¢des do
algoritmo genérico e fazem uso do Corolario 23.2.
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim

@ No algoritmo de Prim, o conjunto A &€ uma arvore com raiz
r (escolhido arbitrariamente no inicio). Inicialmente, A é
vazio.

@ Em cada iterac&o, o algoritmo considera o corte §(C) onde
C é o conjunto de vértices que sao extremos de A.

@ Ele encontra uma aresta leve (u,v) neste corte e
acrescenta-a ao conjunto A e comeca outra iteragao até
gue A seja uma arvore geradora.

Um detalhe de implementagéo importante & como encontrar
eficientemente uma aresta leve no corte.
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim

O algoritmo mantém durante sua execucdo as seguintes

. . AGM-PRIM(G,w,I)
informacdes:

paracada u < V[G]

faca key[u] «— o
w[u] < NIL
key[r] <O

1
@ Todos os vértices que ndo estdo na arvore estdo em uma 2
3
4
5 Q < V][G]
6
7
8
9

fila de prioridade (de minimo) Q.

@ Cada vértice v em Q tem uma chave key|[v] que indica o
menor peso de qualquer aresta ligando v a algum vértice
da arvore. Se nao existir nenhuma aresta, entao
key[v] = occ.

enquanto Q # ) faca
U < EXTRACT-MIN(Q)
para cada v € Adj[u]
se veQe w(u,v)<key[v]
10 entdo w[v] < u
A={(unu]) :ueV—{r}—Q}. 11 key[v] —w(u,v)

@ A variavel 7[u] indica o pai de u na arvore. Entao
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Corretude do algoritmo de Prim

O algoritmo mantém os seguintes invariantes.

No inicio de cada iteragcéo das linhas 6-11:
o A={(u,7mu]) :ueV —{r} -Q}.
@ O conjunto de vértices da arvore é exatamente V[G] — Q.

@ Paracadav € Q, se w[v] # NIL, entdo key|v] & o peso de
uma aresta (v, 7[v]) de menor peso ligando v a um vértice
w[v] na arvore.

Esse invariantes garantem que o algoritmo sempre escolhe
uma aresta segura para acrescentar a A e portanto, o
algoritmo esta correto.
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Complexidade do algoritmo de Prim

Pode-se fazer melhor usando uma estrutura de dados
chamada heap de Fibonacci que guarda |V | elementos e
suporta as seguintes operacoes:

@ EXTRACT-MIN - O(lgV),

@ DECREASE-KEY — tempo amortizado O(1).

@ INSERT — tempo amortizado O(1).

@ Outras operacdes eficientes que um min-heap nao
suporta. Por exemplo, UNION.

@ Maiores detalhes no CLRS.

Usando um heap de Fibonacci para implementar Q
melhoramos o tempo para O(E + V IgV).

Este & um resultado interessante do ponto de vista teorico.
Na pratica, a implementacdo anterior comporta-se muito
melhor.

Complexidade do algoritmo de Prim

Obviamente, a complexidade de AGM-PRIM depende de como
a fila de prioridade Q € implementada.

Vejamos o que acontece se implementarmos Q como um
min-heap.

@ As linhas 1-5 podem ser executadas em tempo O (V)
usando BUILD-MIN-HEAP.

@ O laco da linha 6 é executado |V | vezes e cada operacdo
EXTRACT-MIN consome tempo O(Ilg V). Logo, o tempo
gasto para todas as chamadas a EXTRACT-MIN &
O(VigV).

@ O laco das linhas 8-11 é executado O(E) vezes no total.
O teste de pertinéncia a Q pode ser feito em tempo
constante com um vetor booleano .

Ao atualizar uma chave na linha 11 é feita uma chamada
implicita a DECREASE-KEY que consome tempo O(lgV).

@ Otempototal e O(VIgV +ElgV)=0(ElgV).
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O algoritmo de Kruskal

@ No algoritmo de Kruskal o subgrafo F = (V,A) é uma
floresta. Inicialmente, A é vazio.

@ Em cada iteracdo, o algoritmo escolhe uma aresta (u, V)
de menor peso que liga vértices de componentes
(arvores) distintos C e C’' de F = (V, A).

Note que (u,v) é uma aresta leve do corte §(C).

@ Ele acrescenta (u,v) ao conjunto A e comega outra
iteracao até que A seja uma arvore geradora.

Um detalhe de implementagéo importante € como encontrar a
aresta de menor peso ligando componentes distintos.
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal O algoritmo de Kruskal

Eis uma verséo preliminar do algoritmo de Kruskal.

AGM-KRUSKAL(G,w)

1 A0

2 Ordene as arestas em orde&ordecrescente de peso
3 paracada (u,v) € E nessaordenfaca

4 se u ev esBo em componentes distintos (&, A)
5 entdo A — AU {(u,v)}

6 devolva A

Problema: Como verificar eficientemente se u e v estdao no
mesmo componente da floresta G = (V,A)?
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O algoritmo de Kruskal

Inicialmente G5 = (V, 1), ou seja, G corresponde a floresta
onde cada componente & um vértice isolado.

Ao longo do algoritmo, esses componentes sdo modificados
pela inclusdo de arestas em A.

Uma estrutura de dados para representar G, = (V, A) deve ser
capaz de executar eficientemente as seguintes operacoes:

@ Dado um vértice u, determinar o componente de G, que
contému e

@ dados dois vértices u e v em componentes distintos C e
C’, fazer a unido desses em um novo componente.
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ED para conjuntos disjuntos

Uma estrutura de dados para conjuntos disjuntos deve ser
capaz de executar as seguintes operacoes:

® MAKE-SET(X): cria um novo conjunto {x}.

@ UNION(X,Y): une os conjuntos (disjuntos) que contém x e
y, digamos Sy e Sy, em um novo conjunto Sy U Sy.

Os conjuntos Sy e Sy séo descartados da colegéo.

@ FIND-SET(X) devolve um apontador para o representante
do (nico) conjunto que contém X.
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ED para conjuntos disjuntos

@ Uma estrutura de dados para conjuntos disjuntos mantém
uma colecdo {S;,S,,. .., Sk} de conjuntos disjuntos

dinamicos (isto &, eles mudam ao longo do tempo).

@ Cada conjunto € identificado por um representante que é
um elemento do conjunto.

Quem é o representante é irrelevante, mas se 0 conjunto
nao for modificado, entdo o representante ndo pode
mudar.
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Componentes conexos

Vamos ilustrar uma aplicacdo simples da estrutura de dados
para conjuntos disjuntos para resolver o seguinte problema.

Dado um grafo ndo-orientado G determinar seus componentes
CoNnexos.

Apbs determinar seus componentes conexos, gostariamos
também de ser capazes de verificar eficientemente se
guaisquer dois vértices dados pertencem ao mesmo
componente.
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Componentes conexos Componentes conexos

CONNECTED-COMPONENTS(G)
para cada vértice v € V[G] faca
MAKE-SET(V)

1 “Complexidade” de CONNECTED-COMPONENTS
2
3 paracada aresta(u,v) € E[G] faca
4
5

@ |V| chamadas a MAKE-SET
se FIND-SET(u) # FIND-SET(V) @ 2|E| chamadas a FIND-SET

entdo UNION(u,V) @ |V|— 1 chamadas a UNION

SAME-COMPONENT(U, V)

1 se FIND-SET(u) = FIND-SET(V)
2 entdo devolva VERDADEIRO
3 senéo devolva FALSO

Usando a ED para conjuntos disjuntos também é facil listar os
vértices de cada componente (Exercicio).

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MC448 — Analise de Algoritmos

O algoritmo de Kruskal
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O algoritmo de Kruskal

Eis a versao completa do algoritmo de Kruskal. _
“Complexidade” de AGM-KRUSKAL

AGM-KRUSKAL(G,w)

OO ~NOOLPA WNPE

A—10
para cada v € V[G] faca

MAKE-SET(V)
Ordene as arestas em ordem nao-decrescente de peso
para cada (u,v) € E nessa ordenfaca

se FIND-SET(u) # FIND-SET(V)

entdo A — AU {(u,v)}
UNION(u, V)

devolva A
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@ Ordenacéo: O(EIgE)

@ |V| chamadas a MAKE-SET
@ 2|E| chamadas a FIND-SET
@ |V| — 1 chamadas a UNION

A complexidade depende de como essas operagdes sao
implementadas.
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ED para conjuntos disjuntos Representacao por listas ligadas

Sequéncia de operagbes MAKE-SET, UNION € FIND-SET l Lﬂ ‘
[(F=| b d

M MMUTFUUTFUTFTFTFUF ] e =

- }

n [
" ENS—

Vamos medir a complexidade das operacdes em termos de n e = € ﬁ 9 ﬁ f

m.
- }

Que estrutura de dados usar?

Ou seja, como representar 0s conjuntos? @ Cada conjunto tem um representante (inicio da lista)
@ Cada n6 tem um campo que aponta para o representante
@ Guarda-se um apontador para o fim da lista
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Representacao por listas ligadas Um exemplo de
Operacao NUmero de atualizagdes
® MAKE-SET(x) —O(1) MAKE-SET(X1) 1
@ FIND-SET(x) — O(1) MAKE-SET(x2) 1

@ UNION(X,Yy) — concatena a lista de x no final da lista de y ;

MAKE-SET(Xp) 1
UNION(X1, X2) 1
UNION(X2, X3) 2
Miﬂ : ! UNION(Xz,Xj) 3
b F d F a T C F e F g T f
% UNION(Xp—1,Xn) n-1

NUmero total de operacgdes: 2n — 1

O(n) no pior caso Custo total: ©(n?)

E preciso atualizar os apontadores para o representante. i N
Custo amortizado de cada operacdo: ©(n)
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Uma heuristica muito simples Uma heuristica muito simples

Teorema. Usando a representacao por listas ligadas e
weighted-union heuristic, uma sequéncia de m operacdes

No exemplo anterior, cada chamada de UNION requer em MAKE-SET, UNION e FIND-SET gasta tempo O(m -+ n lgn).

média tempo ©(n) pois concatemos a maior lista no final da

menor. Prova.

Uma idéia simples para evitar esta situagdo & sempre O tempo total em chamadas a MAKE-SET e FIND-SET & O(m).
conc.att_enar a menor lista no final da maior (weighted-union Sempre que o apontador para o representante de um elemento
heuristic.) X é atualizado, o tamanho da lista que contém x (pelo menos)
Para implementar isto basta guardar o tamanho de cada lista. dobra.

Uma Gnica execugdo de UNION pode gastar tempo ©(n), mas Apos ser atualizado [lgk| vezes, a lista tem tamanho pelo

na média o tempo & bem menor (proximo slide). menos k. Como k tem que ser menor que n, cada apontador &

atualizado no méaximo O(lgn) vezes.

Assim, o tempo total em chamadas a UNION € O(nlgn).
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Representacao por disjoint-set forests Representacao por disjoint-set forests

a b e f h i
~ . ° °
@ Veremos agora a representacao por disjoint-set forests. G
@ Implementagdes ingénuas ndo sdo assintoticamente
melhores do que a representacao por listas ligadas. e u 9 |

@ Usando duas heuristicas — union by rank e path
compression — obtemos a representacéo por disjoint-set L
. P Grafo com varios componentes.
forests mais eficiente que se conhece até hoje.
Como é a representacdo dos componentes na estrutura de

dados disjoint-set forests?

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MC448 — Anélise de Algoritmos Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MC448 — Anélise de Algoritmos



Representacao por disjoint-set forests Representacao por disjoint-set forests
ile) ko) do) o) i)

AATS aWANN

MAKE-SET(X)

@ Cada conjunto corresponde a uma arvore enraizada. 1 paix] < x

@ Cada elemento aponta para seu pai. FIND-SET(X)
@ Araiz é o representante do conjunto e aponta para si 1 se x = paix]
mesma. 2 entdo devolva x
3 sendo devolva FIND-SET(pai[x])
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Representacao por disjoint-set forests Representacao por disjoint-set forests

bQ UNION(a, f) H J'Q o Union(a,f) Q

VAW~V \\. i
VAN JERVAN

UNION(X, Y) UNION(X, Y)

1 x’« FIND-SET(X) 1 x’« FIND-SET(X)
2 y’' < FIND-SET(Y) 2 y’ < FIND-SET(Y)
3 paily]—x' 3 paify’]—x’
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Representacao por disjoint-set forests Union by rank

Com a implementacgéo descrita até agora, ndo ha melhoria

assintotica em relacao a representacao por listas ligadas. ., . . .
¢ P caop 9 @ Aidéia é emprestada do weighted-union heuristic.

@ Cada n6 x possui um “posto” rankx] que € um limitante
superior para a altura de x.

Pode-se melhorar (muito) isso usando duas heuristicas: @ Em union by rank a raiz com menor rankaponta para a raiz
com maior rank

E facil descrever uma sequiéncia de n — 1 chamadas a UNION
gue resultam em uma cadeia linear com n nos.

@ union by rank
@ path compression
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Union by rank Path compression

A idéia € muito simples: ao tentar determinar o representante
(raiz da arvore) de um né fazemos com que todos os nés no

MAKE-SET(X) . ;
caminho apontem para a raiz.

1 paix] < x

2 ranix] — 0 @

UNION(X,Y)
1 LINK(FIND-SET(X), FIND-SET(Y)) /A
c

LINK(X,Y) I>x e y sao raizes

1 se ranKx] > ranKy] b

2 enta~o pa|[y] — X a FIND-SET(a)
sendo paix] < vy / ; \

3
4 se ranix] = ranky]
5 entdo ranky] « ranky] + 1
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Path compression Path compression

A idéia € muito simples: ao tentar determinar o representante s
(raiz da arvore) de um né fazemos com que todos os nés no ©®
caminho apontem para a raiz. d // \

A

FIND-SET(x)
1 se x #paix]
FIND-SET(a) 2 entdo paix] — FIND-SET(paix])

3 devolva paix]
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Analise de union by rank com path compression Analise de union by rank com path compression

Ok. Vocé nao entendeu o que esta funcao faz. ..

Vamos descrever (sem provar) a complexidade de uma Tudo que vocé precisa saber é que ela cresce muito rapido.
seqléncia de operacdes MAKE-SET, UNION e FIND-SET
quando union by rank e path compression sdo usados.

Ap(1) =2

Para k > 0 e > 1 considere a funcéo A1) =3
=0 A6y sek > 1, As(1) = 2047
A4(1) = 16512

onde Agfll)(j) significa que A, _1(j) foi iterada j + 1 vezes.

Em particular, A4(1) = 16°12 > 108° que &€ nimero estimado
de 4tomos do universo. ..
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Considere agora inversa da funcé@o Ay (n) definida como

a(n) = min{k : Ac(1) > n}. Teorema. Uma seqiiéncia de m operagoes MAKE-S.E'.I',.UNION
e FIND-SET pode ser executada em uma ED para disjoint-set
Usando a tabela anterior temos forests com union by rank e path compression em tempo

O(ma(n)) no pior caso.
0 para0<n<2,

1 paran=3, Dada a afirmacéo anterior de que «(n) € constante para
a(n)=4 2 para4d<n<7, qualquer valor razoavel de n, isto significa que na pratica o
3 para8 < n <2047, tempo total € linear e que o custo amortizado por operacao é
4 para 2048 < n < Ay(1). uma constante.
Ou seja, do ponto de vista pr atico, para qualquer valor Vamos voltar agora a implementacao do algoritmo de Kruskal.

razoavel de n, temos «a(n) < 4, ou seja, a(n) € uma constante.
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AGM-KRUSKAL(G,w)
A—1D @ Ordenacédo: O(EIgE)

ara cada v € V[G]| faca
P MAKE-SET(V)[ Jfag @ |V| chamadas a MAKE-SET

1

2

3

4  Ordene as arestas em ordem n&o-decrescente de peso @ O(E) chamadas a UNION e FIND-SET
5 paracada (u,v) € E nessaordenfaca
6

7

8

9

se FIND-SET(u) # FIND-SET(V) Usando a representacao disjoint-set forests com union by rank

entdo A — AU {(u,v)} e path compression, o tempo gasto com as operagdes é
UNION(U, V) O((V +E)(V)) = O(Ea(V)).
devolva A Como o(V) = 0O(lgV) = O(Ig E) o passo que consome mais

Complexidade: tempo no algoritmo de Kruskal é a ordenacéo.

@ Ordenacéo: O(EIgE) Logo, a complexidade do algoritmo € O(EIgE) = O(E Ig V).
@ |V| chamadas a MAKE-SET
@ |[E| +|V|—1=0O(E) chamadas a UNION e FIND-SET
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